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0. INTRODUCTION 
Notations. Si K est un groupe algebrique delini sur le corps a q elements 
F, et si F est l’endomorphisme de Frobenius correspondant, on note K’ le 
groupe des points rationnels sur F, de K. Si K est riductif et connexe, on 
note o(K) le F,-rang de K, c’est-a-dire la dimension d’un tore deploy6 sur F, 
maximal (cf. (3, 4.23 I). Si K est un groupe algebrique connexe, non 
necessairement reductif, on note q(K) le F,-rang semi-simple de K, c’est-i- 
dire a(K/Rad(K)) ou Rad(K) designe le radical de K. 
Soit G un groupe algebrique reductif connexe defini sur F, et soit P = LU 
une decomposition de Levi rationnelle d’un sous-groupe parabolique 
rationnel de G. On note P, l’application qui associe i une fonction centralef 
sur P” la fonction centrale sur L” definie par: 
Si f est le caractere d’une representation E de P’, le sous-L”‘ module des 
points fixes de E sous U’ a pour caractire PI.,J 
On note *P, l’adjoint de P,. pour le produit scalaire nature1 sur les 
fonctions centrales. On a: (*P,f)(lu) =f(Z) pour toute fonction centrale f 
sur L”. si 1 est un element de L” et u un element de UP. 
On pose R,” = Ind$ o *PI,., et “Rf = P,: o Res$ est son adjoint. 
L’omission de P dans ces notations est possible car ces operateurs ne 
dependent pas du choix du sous-groupe parabolique rationnel admettant L 
comme sous-groupe de Levi (cf. [8, th. 2.41). 
Nous appellerons dualite de Curtis l’opirateur D, defmi par: 
D, = (-1)“‘“’ \’ (-I)+) RF o *R,4‘, 
f- 
ou L parcourt un ensemble forme d’un sous-groupe de Levi rationnel de 
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chaque sowgroupe parabolique rationnel contenant un sowgroupe de Bore1 
rationnel fix& Si P est un tel sous-groupe parabolique, on a 77(L) = l](P). car 
Rad(L) = L n Rad(P). Cette dualite differe par (-1 )0”‘) de l’operateur defini 
par Curtis (cf. 14. 1.2)). 
Le but de cet article est de demontrer deux proprietes de D,; (theoremes 2 
et 3) comme consequences du theoreme suivant: 
THI?OR~ME 1. Soit H un sowgroupe rkductif contlexe de G, rationnel et 
de &me rang que G. Soit P, un sous-groupe parabolique rationnel de H et 
soit W(P,) L’ensemble des sowgroupes paraboliques rationnels P de G tels 
que P ~7 H = P, ; alors: 
Du thtoreme 1 nous deduisons d’abord une demonstration plus simple que 
celle de Curtis [ 4 1 du: 
TH~OR~ME 2. RfoD,.=D,oR:;. 
Notre demonstration prouve que le theoreme 2 est encore valable en 
remplaqant I’operateur RF par celui dtfini par Lusztig [ 9, $11, a condition 
qu’une “formule de Mackey” (cf. 92) ait lieu pour cet operateur. Lusztig 
nous a indiqui qu’une telle formule avait Cti demontree par Deligne 
(communication personnelle i Lusztig) en supposant q assez grand. 
Ensuite, a l’aide d’un lemme elementaire sur les groupes finis, nous 
dimontrons le resultat suivant qui gineralise un resultat obtenu par Lehrer 
pour un element x semi-simple (cf. [ 7, (18)j): 
THI~ORI~ME 3. Pour tout x E G”. on a: 
P&)>(x) = P 0 Res~&,&))(x)~ 
oli ,y est une fonction centrale sur G”‘, s la partie semi-simple de x et Z”(s) la 
composante neutre du centralisateur de s dans G. 
1. DI~MONSTRAT~ON DU THI~OR~ME 1 
Le groupe H &ant rationnel et de meme rang que G, il existe un tore 
maximal T de G rationnel et inclus dans H. Soit X*(T) le groupe des 
homomorphismes de T dans le groupe multiplicatif, et soit E =X”(T) $3 R. 
L’endomorphisme F agit sur X*(T) par “a(t) = F(a(’ ‘t)), d’ou I’on diduit 
une action de F sur E, notee t. On suppose E muni d’un produit scalaire note 
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( , ) tel que r et le groupe de Weyl W de T agissent par des isometrics 
(notons que r normalise Wet est d’ordre fini car il existe une extension tinie 
de F, sur laquelle T est deployi). 
Si K est un sous-groupe algebrique de G contenant T, on note QK 
l’ensemble des racines de K par rapport a T, identifie a une partie de E. Si K 
est riductif, on note .rK le systeme d’hyperplans de E forme des orthogonaux 
des elements de QK. A un sous-groupe parabolique P de K contenant T, on 
associe la facette <F(P) de ,pK detinie par: 
.F(P) = {x E E tels que (r, x) = 0 si r E ap n (-Qp} 
et (r, x) > 0 si r E Qp - (-Qp)). 
Le sous-groupe P est rationnel si et seulement si .7(P) est stable par r. 
On note enfin E’ l’ensemble des points fixes de r dans E. 
PROPOSITION 1. Soit P un sous-groupe parabolique rationnel de G 
contenant T, alors: 
5(G) - v(P) = dim(F(P) n E’). 
Dt!monstration. Soit L le sous-groupe de Levi de P contenant T. Comme 
Test rationnel, L l’est aussi. De plus 5(L) = o(G): En effet, P etant rationnel 
contient un sous-groupe de Bore1 rationnel. D’apres [ 3, car. 4.161 ce sous- 
groupe de Bore1 contient un tore maximal T’ d&i sur F, tel que 
a(T’) = 5(G); soit L’ le sous-groupe de Levi de P contenant T’: les sous- 
groupes de Levi rationnels de P &ant rationnellement conjugues, on a: 
a(L) = a(L’) = a(T’) = a(G). 
D’autre part on a q(L) = q(P), d one le membre de gauche de la 
proposition est: u(L) - q(L) = a(Rad(L)), car L est produit presque direct 
de Rad(L) par son derive, qui est semi-simple (cf. 13, 2.21). Transformons 
maintenant le membre de droite de la proposition: 
dim(i7(P) n E’) = dim( { support de F(P)) ~7 E’), 
car Y(P) est un ouvert de {support de <F(P)) et ,F(P)n E’ est non vide: en 
effet, puisque P est rationnel, .F(P) est stable par r, et comme .F(P) est 
convexe, la moyenne de l’orbite d’un point de X(P) sous r est un element de 
s F(P) n E’. 
D’autre part: (support de .,7(P)} = (Qp n { -Qp})’ = @p,’ et 
@i = X*(Rad(L)) @ R, cette identification &ant compatible i I’action de r 
(cf. 12, prop. 14.21). 
Done: dim({support de F(P)} n E’) = dim((X*(Rad(L)) @ R)‘) = 
a(Rad(L)) cette derniere tgalite car Kad(L) est un tore (cf. (3, prop. 1.81). 
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Remarque. On peut aussi demontrer la proposition 1 en plongeant E’ 
dans l’immeuble de G sur F, qui est l’ensemble des points fixes sous I’action 
de F de l’immeuble de G sur la cloture algebrique de F,. La facette 
correspondant i P dans cet immeuble est ,T(P)r? E’. et sa dimension est 
a(Rad Z.,) (cf. [ 5, 10 I). 
PROPOSITION 2. Soit ,p un systkne fini dhyperplans duns un espace 
affine r&e/ E, et soit C un ouvert convexe de E; alors: 
y (- 1 )dimp = (- 1 pm<‘, 
oti la somme Porte sur les facettes F de .-3 telles que F n C # 0. 
Cette proposition se dtduit facilement des proprietes de la caracteristique 
d’Euler-Poincare; nous en donnons une demonstration directe. 
DPmonstration. Elle se fait par recurrence sur le nombre d’hyperplans h 
de .T tels que h n C # 0. Le resultat est clair si ce nombre vaut 0 ou 1. 
Sinon, soit h un hyperplan rencontrant C; toute facette de .%’ - (h) &ant 
reunion de facettes de T, on a: 
\’ 
(PiGf 0) 
(-l)dimF’= \‘ \‘ 
(F’wTcte)) (F,FGYte) 
(- 1 jdim F 
oti F designe une facette de ,X et F’ une facette de T - jh}. Or F’ n C est 
un ouvert convexe du support de F’ et les traces non triviales des hyperplans 
de Y dans ce support forment un systeme d’hyperplans dont un au plus (a 
savoir la trace de h) rencontre F’ n C. D’apris le debut de la demonstration, 
on a done: 
\’ (-l)dimI; = (-l)dimf.“C‘= (-.l)dimF’. 




(-l)dimF = x (-l)dimf’, 
Il”lF’rc#Q) 
d’oti le rbultat, par recurrence. 
Demontrons maintenant le theoreme 1. D’apres la proposition 1, on a: 
(-1)t~Wj I o(C) = (-1 )dim( YW’)rW*) 
(F-1) 
qw,) + O(A) = (-l)dim( bier), 
ou F(P,) est la facette de Ti, correspondant a P, . 
DUALITt? DE CURTIS 155 
D’autre part, un groupe connexe ferme contenant T &ant engendre par T 
et les sous-groupes radiciels U, qu’il contient, on a equivalence entre: 
(i) P est rationnel et P f7 H = P, ; 
(ii) 5(QP) = QP et QP n QH = QP,. 
De plus, pour tout x dans X(P), on a QP = {v E Qc tels que (r, x) >, 0). 
On a done equivalence entre (ii) et: 
(iii) r(. F(P)) = Y(P) et .7(P) c ~ i”(P,). 
Le Theoreme 1 est done equivalent a: 
; (-1) (. dim k r3.W = (-1 )dim(.F(P,)ni:~), 
air la somme Porte sur les facettes F stables par r de ,FG telles que 
F c,F(P,). Or, par un raisonnement deja vu a la fin de la proposition 1, on 
a r(F) = F et F c .F(P,) si et seulement si F nX(P,) n E’ # 0. Done, si 
on pose C =, F(P,) n E’ et qu’on appelle R le sysdme d’hyperplans de E’ 
formt des traces non triviales des elements de <&, le theoreme 1 equivaut a: 
F (- 1 )dim I:’ = (- 1 )dim c, 
oti la somme Porte sur les facettes F’ de ,F” telles que F’ n C # 0. Cette 
derniere egalite est vraie d’apres la proposition 2. 
Remarque. Cette demonstration du theoreme 1 est encore valable sur un 
corps quelconque. I1 suffrt de remplacer T par le groupe de Galois de I’ex- 
tension tinie sur laquelle T se deploie et de remplacer la notion de sous- 
groupe de Bore1 rationnel par celle de sous-groupe parabolique rationnel 
minimal (cf. [ 3 1). 
2. DEMONSTRATION DU THBOR~ME 2 
On appellera sous-groupe regulier de G un sous-groupe de Levi rationnel 
dun sous-groupe parabolique de G. Si L est un sous-groupe regulier de G, 
nous noterons encore R,” l’operateur defini par Lusztig 19, 1.11 qui generalise 
l’operateur R,” detini dans l’introduction, et nous noterons *Rf son adjoint. 
“Formule de Mackey”: Soienr L et M deux sous-groupes rPguliers de G. 
Alors: 
481/79/l-11 
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06 Y(M) est un ensemble de reprksentants de: 
L”\{x E G” tels que L n XM contienne un tore maximal}/M”‘. 
Cette formule est connue dans le cas ou L et M sont des sous-groupes de 
Levi de sous-groupes paraboliques rationnels de G (cf. par exemple [8,2.5]). 
Lusztig nous a signale que Deligne I’a demontree dans le cas general si q est 
assez grand (communication personnelle). 
Dans la suite, nous tixons un sous-groupe regulier L de G, et nous 
supposons la formule de Mackey vraie pour ce groupe et pour M sous- 
groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique rationnel de G. Nous 
supposerons aussi que l’operateur de Lusztig Rf ne depend pas du sous- 
groupe parabolique choisi dans sa construction, ce qui est une consequence 
du cas L = M de la formule de Mackey (cf. [S, 2.6)). Nous savons 
demontrer toutes ces hypotheses sans restriction sur q si L est un tore 
maximal. 
Demontrons ous ces hypotheses le theoreme 2. On a done: 
oti R est un ensemble de representants des classes de sous-groupes 
paraboliques rationnels de G et oti M est un sous-groupe de Levi de Q. 
En utilisant la transitivite de Rz: 
d’ou 
Fixons x E ,9(M) et notons %? I’ensemble des conjugues de xQ par un 
element de L’, oti Q est un sous-groupe parabolique rationnel fixe admettant 
M comme sous-groupe de Levi. 
Remarquons que: 
si M’ est un sous-groupe de Levi de Q’ E g’, car L n M’ et L n XM sont 
alors conjugues ous LF. 
Soit B, un sous-groupe de Bore1 rationnel de L. Remarquons qu’il existe 
un unique Clement de Q (que nous noterons o(x)) qui contient B, ; en effet, 
un element de Q est determine par son intersection avec L, et il y a un seul 
sous-groupe parabolique de L conjugue a L n xQ sous L” et contenant B, . 
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L’application x I-+ cp(x) dkfinit une surjection de Y(M) sur l’ensemble SBQ 
des sous-groupes paraboliques de G conjuguis 1 Q sous G” et contenant B, . 
De plus q est injective car si p(x) = cp(y) il existe 1 E LF tel que ‘“Q = IQ, et, 
L n XM et L n lyA4 Ctant deux sous-groupes de L&vi de L n IQ, il existe 
done I’ E (L n XQ)F tel que: L n “‘yM = L n XM; alors “‘yA4 et “A4 sont 
deux sous-groupes de L&vi de XQ ayant un tore maximal en commun, done 
ils sont Cgaux et x-‘Ply E N,(M) = M, done y E LFxMF. 
Utilisant la bijection IJI entre Y(M) et dQ on a: 
D, o RL” =RL” o 1 (-l)“‘Q’+“‘G’ x R;,,, o *R;,,wt 
QEK Q'E.d() 
oti M’ est un sous-groupe de L&i de Q’. 
Regroupons les termes tels que Q’ ait une intersection fixie P, avec L: 
D,oR;=R,Go L;‘ 
4 




1. ’ 5 
PI=,81 
oti P, parcourt les sous-groupes paraboliques rationnels de L contenant B, et 
oti L’ est un sous-groupe de L&i de P, :On en dkduit aussit6t le thtorkme 2 
en appliquant le thtorkme 1. 
3. DEMONSTRATION DU THBOR~ME 3 
Dkmontrons d’abord un rksultat Climentaire de thkorie des groupes finis: 
PROPOSITION 4. Soit H un groupe fini engendre’ par un Gnent x et par 
un p-sous-groupe normal U, oti p est un nombre premier. Alors, pour toute 
fonction centrale x sur H on a: 
ozi s est la p’ composante de x et oti Z,,.(s) dksigne le centralisateur de s dans 
u. 
DtTmonstration. La proposition 4 r&suite clairement du: 
LEMME 1. (Y, u) ~Y-w-’ d$nit une application surjective: 
I+X U x Z,(s) -+ XU telle que l’image rkiproque de chaque t%!ment soit de 
cardinaf / Z,(s)l. 
Dkmonstration. Si z E H, nous noterons (z) le sous-groupe de H 
engendrk par z. Nous noterons u la p-composante de x = su et on notera 
enfin V (I’unique) p-sous-groupe de Sylow (normal) de H engendrk par u et 
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u. Pour (y, U) E U X Z,,(s) on a bien cp(y, u) E xU car: 
YXVY -I E uxu= xu. 
Fixons maintenant z dans U et cherchons les couples (y, v) E U x Z,.(s) 
tels que yxvy-’ = xz. Notons s’ la p’composante de xz et U’ sa p- 
composante. I1 faut que les p-composantes et p’komposantes des deux 
membres de I’egalite ci-dessus soient egales, c’est-i-dire que: (i) ysy ’ = s’ et 
(ii) yuvy - ’ = u’. 
Cherchons d’abord une solution de (i). Dans H, le groupe (s) est un p’- 
complement de V. Notons que (s’) est aussi un p’complement de V car 
s’ = SUZU’ - ’ done s’ E s V. Comme produit d’un p-sous-groupe normal U et 
d’un groupe cyclique, H est resoluble, et dans un groupe resoluble, les p’- 
complements d’un p-sous-groupe de Sylow sont tous conjugues (cf. 
[ 6, th. 6.4.11). D one il existe y E U et cz entier tels que: x”y-. ‘s’y~ n E (s), 
d’ou J’-‘s’y E (s), i.e., il existe /I entier tel que ~1~‘s’~ = sb, d’ou s’ E .?I’. 
Comme on a aussi s’ E SV on a done s4 = s et y est solution de (i). 
Montrons maintenant que pour toute solution y de (i), 1’ = u ‘J’ ‘U’J 
appartient a Z,,(s); il satisfait evidemment a (ii). On a clairement v E Z,,(s), 
et d’autre part: 
sy-‘u’y = y-‘(SW) y E xu, done v E U. 
L’equation (i) determine y a un element de Z,.(s) pres, done il y a bien 
1 Z,(s)] elements dans o - ’ (xz). 
Demontrons maintenant le theoreme 3. Si x est une fonction centrale sur 
G”, et si P = LU est une decomposition de Levi rationnelle d’un sous-groupe 
parabolique rationnel, nous poserons, pour tout x dans P“: 
K P,X.X = (*pt. o *RF x)(x> = I u”‘l- ’ .;,, x(xu). 
LEMME 2. 
(D&))(x) = x (-l)“‘P)+U(G) K, x I) * 3 
P 3x 
oli la somme Porte sur les sowgroupes paraboliques rationnels P de G 
contenant x. 
En effet, si L est un sous-groupe de Levi rationel de P, on a: 
(R,Co *REX) = (Ind$ o *P, o *Rf~)(x) 
= Ip”I-’ \’ 
(8EGGP3Xl 
(*P, o *Rfx)(“-‘x) 
= IP~~-’ x 
(gEGFl~P3Xl 
(*PBC 0 *R,GIx)(x) = p;x K~8,x.x 
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cette den&e somme portant sur les conjuguls P’ de P sous G“. On en dkduit 
le lemme 2 en sommant sur les divers sous-groupes paraboliques rationnels P 
contenant B. 
LEMME 3. KP,X,x = KP,,Xr,x, si s dksigne la partie semi-simple de x, et si 
l’on pose P’ = P ~7 Z”(s) et x’ = Res$&,,.x. 
Dkmonstration. Appliquons la proposition 4 avec H = (x, U>: 
K P,X,.V = I P-’ ,;,,. x(xv) = IZ,WI I 1 x(xL’). 
, I.EL(.(SV 
Ceci dkmontre le lemme, si on remarque que P’ est un sous-groupe 
parabolique de Z”(s) dont le radical unipotent est UfT Z”(s) et que 
U n Z”(s) = U f7 Z(s). Appliquons le lemme 2 pour transformer l’knonci du 
thkorime 3: on obtient: 
x (-l)“‘P’+d~~) K, x x = \’ (-l)V(p,)+dZ”(S)) K, 11 - I. 
ReSXx . ’ 
P3X P13.Y 
oti P et P, sont des sous-groupes paraboliques rationnels de G et de Z”(s) 
respectivement. Cette igalid est clairement conskquence du lemme 3 et du 
thitokme 1. 
Remarque. Si on dtfinit un opkrateur 6” sur les fonctions centrales sur 
Z’(s)” par: 
(SSx)(x) =x(x) si s est la partie semi-simple de x 
=o sinon, 
alors le thkorkme 3 signifie: 
6” o Res& 0 D, = 6” 0 Dzcjc,, 0 Res$,,,, . 
Or les opkateurs D,, DzO(,), et 6” sont autoadjoints par rapport au produit 
scalaire usuel sur les fonctions centrales; on en dkduit par adjonction: 
D, o Ind&,,.. o 6” = Ind$,,, o Dzoc,x, 3 6”. 
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